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Abstract. En este documento se describe un método para la localización de con-
juntos compactos invariantes que es aplicado a un modelo matemático que rep-
resenta el comportamiento de un tumor cancerı́geno. El resultado final de local-
ización corresponde a la intersección de planos con diferentes orientaciones que
están presentes en el primer octante debido a las caracterı́sticas matemáticas -
biológicas del sistema. Esto se realizó por medio de la aplicación del método
de condiciones de extrema y el teorema iterativo para la obtención los resulta-
dos. Con ayuda de simulaciones numéricas se muestra como algunos conjuntos
compactos invariantes están ubicados en el dominio de localización.
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1 Introducción

Una de las enfermedades mortales que pueden afectar al ser humano desde su estado
fetal hasta la edad adulta, es el cáncer. Cuando se padece cáncer, las células normales
sufren una mutación que altera su estructura biológica y causa un gran daño al organ-
ismo. Por esta razón una gran cantidad de recursos humanos y financieros son utiliza-
dos en investigaciones con la finalidad de atacar ésta enfermedad [1], [2]. Actualmente
el modelado de sistemas biológicos [3], [4] ayuda a identificar el comportamiento del
crecimiento de un tumor cancerı́geno y la interacción con las células del sistema inmune
[5].

En este documento se estudia el modelo de la regresión y progresión espontánea de
un tumor, fenómeno que se produce por la interacción entre las células cancerı́genas
y las células del sistema inmune llamadas asesinos naturales, siendo un sistema presa-
depredador como fue descrito por Sarkar y El-Gohary en [6], [3], respectivamente. Las
células cancerı́genas que están presentes en el organismo, tomando la forma de un tumor
o neoplasia son atacadas por las células del sistema inmunológico con el fin de destru-
irlas y hacer que el tumor cancerı́geno desaparezca del organismo, aunque en ocasiones
las células tumorales emigran a otro tejido por un proceso llamado metástasis, carac-
terı́stica que se presenta en los tumores malignos, haciendo esta que este proceso resulte
más complejo. El modelo matemático de este sistema [7] está dado por:
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ẋ1 = 1 + a1x1 − a1x21 − x1x2 (1)
ẋ2 = a2x2x3 − a3x2
ẋ3 = −a4x23 − a5x2x3 + (a4 − a6)x3

donde la variable x1 corresponde a la densidad de población de la presa, células del
tumor; y xi; i = 2, 3 corresponde a la densidad del depredador, células de caza y
células en reposo (dependiendo de la actividad que estén realizando las células del
sistema inmunológico), respectivamente. Cuando el cuerpo detecta células que tienen
alguna alteración (células tumorales), el sistema inmunológico actúa activando células
llamadas asesinos naturales (linfocitos T y macrófagos). Estas células se encargan de
cazar las células tumorales para posteriormente destruirlas, mientras que el resto de las
células del sistema inmune se encuentra en reposo. Cuando las células de caza llevan
a cabo el proceso de destrucción de las células tumorales liberan una substancia y de-
spués mueren. Dicha sustancia hace que las células que están en reposo se activen con-
virtiéndose en células de caza, las cuales, atacan células cancerı́genas, representando
con esto la dinámica del sistema. El documento se organiza como sigue: en la sigu-
iente sección se muestran algunas notaciones matemáticas y conceptos para realizar el
análisis de la localización de conjuntos compactos invariantes. Después se proponen
algunas funciones localizadoras y se realizan algunas simulaciones numéricas para vi-
sualizar los resultados. Finalmente se muestran las conclusiones de esta investigación.

2 Preliminares matemáticos y notaciones

Con el objetivo de encontrar un dominio de localización se utilizó el método general
descrito en [8], [9] y [10]. Los resultados útiles para el desarrollo de esta investigación
se muestran a continuación.

Considerando el siguiente sistema no lineal:

ẋ = f (x) (2)

donde f es un C∞ -campo vectorial diferenciable-, aquı́ x ∈ Rn es el -vector de
estado-. Si se toma h(x) que sea C∞ -función diferenciable la cual no es un primera
integral de 2-. Se toma por h|B la restricción de h en el conjunto B ⊂ Rn. Por S(h) se
denota el conjunto {x ∈ Rn | Lfh(x) = 0} donde Lfh de 2 está dada por Lfh(x) =
∂h
∂xf(x). Los valores hinf = inf {h(x) | x ∈ S(h)} y hsup = sup {h(x) | x ∈ S(h)}
serán usados durante el análisis de localización.

Teorema 1. Cada conjunto compacto invariante Γ de 2 está contenido en el conjunto
de localización:

K(h) = {hinf ≤ h(x) ≤ hsup}.

La función h aplicada en este teorema será llamada función localizadora. Es evi-
dente que si todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en los conjun-
tos Q1 and Q2, con Q1;Q2 ⊂ Rn,, entonces estarán localizados también Q1 ∩Q2.

El teorema iterativo se muestra a continuación:
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Teorema 2. Sea hm(x),m = 0, 1, 2, . . . una secuencia de funciones localizadoras
de C∞ (Rn). Los conjuntos:

K0 = K(h0), Km = Km−1 ∩Km−1,m, m > 0,

con

Km−1,m = {x : hm,inf ≤ hm(x) ≤ hm,sup},
hm,sup = sup

S(hm)∩Km−1

hm(x),

hm,inf = inf
S(hm)∩Km−1

hm(x),

contiene todos los conjuntos compactos invariantes del sistema 2 y

K0 ⊇ K1 ⊇ · · · ⊇ Km ⊇ . . . .

Por el sentido biológico y matemático de cada uno de las estados que componen
el sistema (1), los conjuntos compactos invariantes se presentarán en el primer octante
(octante positivo) R3

+, y cualquier localización que este fuera de esta región no será útil
para este análisis. Además, todos los parámetros del sistema son positivos. También,
para simplificación de notaciones K (h) = K (h) ∩ R3

+.

3 Análisis de localizaciones de un modelo de un tumor cancerı́geno

Para encontrar el dominio de localización del sistema, se proponen diferentes funciones
localizadoras lineales y racionales. La intención de proponer estas funciones es imple-
mentar el método desarrollado por el Dr. Krishchenko y el Dr. Starkov, de acuerdo a los
análisis desarrollados se muestra una ventaja con respecto a otros métodos debido a que
no se restringe la propuesta de funciones y la utilización del método iterativo permite
mejorar las cotas. A continuación se muestran los resultados obtenidos.

3.1 Resultados de localización por medio de funciones lineales

En esta sección se presentan diferentes funciones que da resultado a una localización
compuesta por la intersección de diferentes planos.

Se propone la función

h1 =
a5
a2
x2 + x3

Al calcular Lfh de la función después de despeja x2 de la fórmula para obtener la
ecuación para h1|S(h1):

h1|S(h1) =
a5
a2

−a4x23 + x3 (a4 − a6)
a5
a2
a3

+ x3
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Entonces el lı́mite superior de la función esta dado por

h1|S(h1) <
(a4 − a6 + a3)

2

4a3a4
= h1 sup

Teorema 3: Todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (1) están local-
izados en el conjunto

K(h1) =

{
a5
a2
x2 + x3 ≤

(a4 − a6 + a3)
2

4a3a4

}
(3)

La segunda función localizadora que se propone es

h2 = x3

Considerando Lfh = 0, se tiene S(h2) ∩ R3
+ respecto a x3 y se obtiene:

h|S(h)∩R3
+
= 1− a6

a4
− a5x2

a4
.

Por las caracterı́sticas biológicas, considerando x2 > 0, y el lı́mite de x3 se tiene que:

h|S(h)∩R3
+
≤ 1− a6

a4
= h2 sup

Teorema 4: Si

a4 > a6

todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en el conjunto:

K(h2) =

{
x3 ≤ 1− a6

a4

}
.

Después con la finalidad de encontrar un lı́mite inferior para x1, se propone la
función

h3 = x1

y tenemos:
S(h3) =

{
Lfh = 1 + a1x1 − a1x21 − x1x2 = 0

}
Considerando el resultado en 3, se toma x2 de la fórmula, entonces

x2 ≤
a2ρ

a5

donde

ρ :=
(a4 − a6 + a3)

2

4a3a4

utilizando el teorema iterativo, se sustituye el lı́mite de x2 y se obtiene K(h1) en
S(h3) :

S(h3) ∩K(h1) ∩ R3
+ ⊂

{
|x1 − γ| ≥ ±

√
1

a1
+ γ2

}
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donde
γ :=

a1a5 − a2ρ
2a1a5

Teorema 5: Si
a1a5 − a2ρ > 0

el conjunto

K(h3) =

{
x1 ≥

√
1

a1
+ γ2 + γ

}
contiene todos los conjuntos compactos invariantes.

Otra función localizadora es

h4 = x1 +
a5
a2
x2 + x3

después si Lfh = 0 se tiene

S(h4) ∩ R3
+ ⊂

{
x2 ≤

a2
(
a1x1 − a4x23 − a1x21 + a4x3 − a6x3 + 1

)
a3a5

}

Teorema 6: El conjunto de localización de conjuntos compactos invariantes para
(1) es

K(h4) =

{
x1 +

a5
a2
x2 + x3 ≤

(a3 + a1)
2

4a1a3
+

(a3 + a4 − a6)2

4a3a4
+

1

a3

}
.

La última función lineal propuesta es

h5 = x1 − x2

se calcula la Lfh5 y se tiene S(h5) respecto a x2

S(h5) ∩ R3
+ ⊂

{
−x2 ≤ −

a1
a3
x21 +

a1
a3
x1 +

1

a3

}
.

Teorema 7: Todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en

K(h5) =

{
x1 − x2 ≤

(a3 + a1)
2

4a1a3
+

1

a3

}
.

3.2 Resultados de localización por medio de funciones racionales

Entre las funciones racionales se propone

h8 =
x2
x1
.
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Se calcula la Lfh y se tiene S(h8) respecto a x2

S(h8) ∩ R3
+ ⊂

{
x2 ≤ a3 +

1

x1
+ a1

}
Utilizando el teorema iterativo, se tiene K(h5) en h8|S(h8)∩R3

+

S(h8) ∩K(h5) ∩ R3
+ ⊂

{
h8|S(h8)∩R3

+
≤ a1 + a3 +

4a1a3

(a3 + a1)
2
+ 4a1

}
Teorema 8: Todos los conjuntos compactos invariantes están contenidos en

K(h8) =

{
x2
x1
≤ a1 + a3 +

4a1a3

(a3 + a1)
2
+ 4a1

}
.

Se propone la función
h9 =

x3
x2

su S(h9) está dada por

S(h9) ∩ R3
+ ⊂

{
x2 ≤

a3 + a4 − a6
a5

}
Aplicando el teorema iterativo con K(h3) y después sustituyendo en h9|S(h9).

S(h9) ∩K(h3) ∩ R3
+ ⊂

{
h9|S(h)∩R3

+
≤ a5 (a4 − a6)
a4 (a3 + a4 − a6)

}
.

Teorema 9: Si
a4 > a6,

entonces la localización de todos los conjuntos compactos invariantes están contenidos
en

K(h9) =

{
x3
x2
≤ a5 (a4 − a6)
a4 (a3 + a4 − a6)

}
.

Otra función que se propone es
h10 =

x2
x3

la S(h10) se describe por

S(h10) ∩ R3
+ ⊂ {(a2 − a4)x3 = a3 + a4 + a6 + a5x2}

Considerando el lı́mite x2 de K(h1) y aplicando el teorema iterativo se tiene que

S(h10) ∩K(h1) ∩ R3
+ ⊂

{
h10|S(h10)∩R3

+
≤a2ρ (a2 − a4)

a5ρ5

}
.

Teorema 10: Si
a2 > a4
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entonces todos los conjuntos compactos invariantes están localizados en

K(h10) =

{
x2
x3
≤a2ρ (a2 − a4)

a5ρ5

}
.

Se propone la función
h11 =

x1
x2

se calcula su Lfh11, y la S(h11) se describe por

S(h11) ∩ R3
+ ⊂

x1 ≤
√

1

a1
+

(a1 + a3)
2

4a21
+
a1 + a3
2a1


Sustituyendo S(h11) en h11 y usando el teorema iterativo con x2 de K(h1), se tiene

S(h11) ∩K(h1) ∩ R3
+ ⊂

{
h11|S(h)∩R3

+
≤ a5ρ6

a2ρ

}
donde

ρ6 :=

√
1

a1
+

(a1 + a3)
2

4a21
+
a1 + a3
2a1

Teorema 11: Todos los conjuntos compactos invariantes están contenidos en

K(h11) =

{
x1
x2
≤ a5ρ6

a2ρ

}
.

3.3 Simulaciones numéricas

A partir de las funciones obtenidas en la sección anterior, en la Tabla 1 se presentan
algunas funciones localizadoras que son válidas de acuerdo a determinados parámetros
con la finalidad de representar gráficamente los resultados obtenidos.

Con estas localizaciones se simula el modelo con los parámetros utilizados en [7]:
a1 = 2.5, a2 = 4.5, a3 = 0.6, a4 = 3.5, a5 = 2 y a6 = 0.1 y las condiciones de
densidad iniciales x1(0) = 0.5, x2(0) = 1 y x3(0) = 0.5.

Con la dinámica obtenida y evaluados los parámetros en cada una de las localiza-
ciones , el valor numérico de cada una está dado por:

K(h1) = {0.44x2 + x3 ≤ ρ =: 1. 904 8} K(h2) = {x3 ≤ 0.971 43}
K(h3) = {x1 ≥ 0.369 18} K(h4) = {x1 + 0.44x2 + x3 ≤ 5. 173 1}
K(h9) =

{
x1

x2
≤ 0.351 31

}
K(h11) =

{
x3

x2
≤ 0.485 71

}
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Table 1. Principales resultados de las funciones localizadoras para el sistema (1).

Dominio de la Localización Condición

K(h1) =
{
a5
a2
x2 + x3 ≤ ρ := (a3+a4−a6)2

4a3a4

}
*

K(h2) =
{
x3 ≤ 1− a6

a4

}
a4 > a6

K(h3) =
{
x1 ≥

√
1
a1

+ (a1a5−a2ρ)2
4a21a

2
5

+ (a1a5−a2ρ)
4a1a5

}
*

K(h4) =
{
x1 +

a5
a2
x2 + x3 ≤ (a3+a1)

2

4a1a3
+ 1

a3
+ ρ
}

*

K(h9) =
{
x1
x2

≤ a5
2a1a2ρ

(√
4a1 + (a1 + a3)2 + a1 + a3

)}
*

K(h11) =
{
x3
x2

≤ a5(a4−a6)
a4(a3+a4−a6)

}
a4 > a6

El conjunto de localizaciones se muestran en la Figura 1, intersecciones entre fun-
ciones que se presentan en la Tabla 1. En las simulaciones se presenta la dinámica del
sistema y la región en la que se encuentra contenida;K(h1)∩K(h2)∩K(h3)∩K(h4)∩
K(h9) ∩K(h11).

Se debe cumplir la condición a4 > a6 para que la región de localización de con-
juntos compactos del modelo (1) esté definida por la Figura 1, lo que significa que la
tasa de crecimiento de las células en reposo tiene que ser mayor a su muerte natural. La
caracterı́stica de este sistema es que los parámetros se pueden variar con la finalidad de
realizar diferentes análisis con el sistema.
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Fig. 1. Localización de conjuntos compactos invariantes; a) punto de equilibrio en x1, x2 y x3;
b) punto de equilibrio en x2, x3 y x4.

Una de las cotas que es importante tener el control para poder disminuirla es el can-
cer, x1. El resultado de localización K(h3) que involucra a x1 determina que siempre
habrá un nivel de células tumorales en el paciente, sin embargo uno de los objetivos a
largo plazo de la terapia del cáncer es prevenir la progresión, invasión y metástasis de
células cancerosas. Aunque se ha demostrado que es difı́cil de matar o eliminar todas
las células del cáncer última del cuerpo con fines terapéuticos, es posible que con la
combinación correcta de los fármacos se puede inducir un estado de latencia, que en
efecto podrı́a convertir el cáncer en una enfermedad crónica, pero controlada.

4 Conclusiones

En el análisis del modelo del tumor cancerı́geno se logró obtener una región en R3
+

que encerrará la dinámica de los sistemas bajo la condición de que las variables y
los parámetros son positivos. Se utilizaron funciones lineales y posteriormente, con el
propósito de encontrar una región en la cual se encuentran los conjuntos compactos in-
variantes, se propusieron funciones racionales hasta obtener una figura formada por
la intersección de diferentes planos. Por las caracterı́sticas de este sistema (1), los
parámetros involucrados se pueden variar con el propósito de conocer qué es lo que
sucederı́a en un paciente al sufrir cambios en el organismo, por ejemplo cuando ex-
iste liberación sustancias que hacen que las células del sistema inmune ataque a las
cancerı́genas o manipular la cantidad de células tumorales que se presentan en el or-
ganismo y saber cuál es la dinámica que se establece debido a que es un sistema presa-
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depredador. Esto lleva a que la localización obtenida será dinámica, ya que depende
directamente de los parámetros del sistema.
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