Localizacion de conjuntos compactos invariantes para el
modelo de crecimiento de un tumor cancerigeno

C Plata-Ante, KE Starkov, LN Coria*

Centro de investigacién y desarrollo de tecnologia digital, CITEDI-IPN
*Instituto Tecnoldgico de Tijuana
Tijuana, B.C.
cplata@citedi.mx, konst@citedi.mx, *luis.coria@gmail.com
Paper received on 16/07/12, Accepted on 17/10/12.

Abstract. En este documento se describe un método para la localizacién de con-
juntos compactos invariantes que es aplicado a un modelo matemético que rep-
resenta el comportamiento de un tumor cancerigeno. El resultado final de local-
izacién corresponde a la interseccidn de planos con diferentes orientaciones que
estdn presentes en el primer octante debido a las caracteristicas matemadticas -
biol6gicas del sistema. Esto se realizé por medio de la aplicacién del método
de condiciones de extrema y el teorema iterativo para la obtencién los resulta-
dos. Con ayuda de simulaciones numéricas se muestra como algunos conjuntos
compactos invariantes estidn ubicados en el dominio de localizacién.
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1 Introduccion

Una de las enfermedades mortales que pueden afectar al ser humano desde su estado
fetal hasta la edad adulta, es el cdncer. Cuando se padece cancer, las células normales
sufren una mutacién que altera su estructura bioldgica y causa un gran dafio al organ-
ismo. Por esta razén una gran cantidad de recursos humanos y financieros son utiliza-
dos en investigaciones con la finalidad de atacar ésta enfermedad [1], [2]. Actualmente
el modelado de sistemas bioldgicos [3], [4] ayuda a identificar el comportamiento del
crecimiento de un tumor cancerigeno y la interaccion con las células del sistema inmune
[5].

En este documento se estudia el modelo de la regresion y progresion espontianea de
un tumor, fendmeno que se produce por la interaccién entre las células cancerigenas
y las células del sistema inmune llamadas asesinos naturales, siendo un sistema presa-
depredador como fue descrito por Sarkar y ElI-Gohary en [6], [3], respectivamente. Las
células cancerigenas que estin presentes en el organismo, tomando la forma de un tumor
o neoplasia son atacadas por las células del sistema inmunolégico con el fin de destru-
irlas y hacer que el tumor cancerigeno desaparezca del organismo, aunque en ocasiones
las células tumorales emigran a otro tejido por un proceso llamado metastasis, carac-
teristica que se presenta en los tumores malignos, haciendo esta que este proceso resulte
mds complejo. El modelo matemadtico de este sistema [7] estd dado por:

Mireya Garcia-Vizquez, Grigori Sidorov (Eds.).
Advances in Computing Science and Control. B
Research in Computing Science 59, 2012, pp. 13- 22 h

Resaarch In Compating Sciance




14 C. Plata-Ante, K.E. Starkov, L.N. Coria

. 2
1 =1+a121 —a12] — 2122 (D)

1‘2 a9Tox3 — A3T2

T3 —a4x§ — a5ToT3 + ((l4 — aﬁ)l‘g

donde la variable x; corresponde a la densidad de poblacién de la presa, células del
tumor; y z;;7 = 2,3 corresponde a la densidad del depredador, células de caza y
células en reposo (dependiendo de la actividad que estén realizando las células del
sistema inmunolégico), respectivamente. Cuando el cuerpo detecta células que tienen
alguna alteracién (células tumorales), el sistema inmunolégico actia activando células
llamadas asesinos naturales (linfocitos T y macréfagos). Estas células se encargan de
cazar las células tumorales para posteriormente destruirlas, mientras que el resto de las
células del sistema inmune se encuentra en reposo. Cuando las células de caza llevan
a cabo el proceso de destruccién de las células tumorales liberan una substancia y de-
spués mueren. Dicha sustancia hace que las células que estdn en reposo se activen con-
virtiéndose en células de caza, las cuales, atacan células cancerigenas, representando
con esto la dindmica del sistema. El documento se organiza como sigue: en la sigu-
iente seccién se muestran algunas notaciones matemdticas y conceptos para realizar el
analisis de la localizacién de conjuntos compactos invariantes. Después se proponen
algunas funciones localizadoras y se realizan algunas simulaciones numéricas para vi-
sualizar los resultados. Finalmente se muestran las conclusiones de esta investigacion.

2 Preliminares matematicos y notaciones

Con el objetivo de encontrar un dominio de localizacion se utiliz6 el método general
descrito en [8], [9] y [10]. Los resultados dtiles para el desarrollo de esta investigacién
se muestran a continuacion.

Considerando el siguiente sistema no lineal:

&= f(x) 2)

donde f es un C>° -campo vectorial diferenciable-, aqui x € R" es el -vector de
estado-. Si se toma h(z) que sea C'*° -funcién diferenciable la cual no es un primera
integral de 2-. Se toma por h|p la restriccién de h en el conjunto B C R™. Por S(h) se
denota el conjunto {x € R™ | Lyh(x) = 0} donde Lh de 2 estd dada por Lsh(x) =
% (x). Los valores hin; = inf {h(z) |z € S(h)} y heup = sup{h(z) |z € S(h)}
serdn usados durante el andlisis de localizacion.

Teorema 1. Cada conjunto compacto invariante I de 2 estd contenido en el conjunto
de localizacién:

K(h) = {hint < h(z) < heup}-

La funcién h aplicada en este teorema serd llamada funcién localizadora. Es evi-
dente que si todos los conjuntos compactos invariantes estan localizados en los conjun-
tos (@1 and Y2, con QQ1; Q> C R™,, entonces estaran localizados también ()1 N Q5.

El teorema iterativo se muestra a continuacion:
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Teorema 2. Sea h,,,(x), m = 0,1,2,... una secuencia de funciones localizadoras
de C*° (R™). Los conjuntos:

KO = K(ho), Knl, - m—1 m Km—l,m» m > 07
con

K777,—1,m = {Z : hm,inf S hm(z) S hm,,sup}7
hm,sup = sup hm(l‘),
S(hm)NKm—1

hm inf — inf hm )
inf = g i ()

contiene todos los conjuntos compactos invariantes del sistema 2 y

Ki2Ki 2 2Kn2....

Por el sentido biolégico y matematico de cada uno de las estados que componen
el sistema (1), los conjuntos compactos invariantes se presentaran en el primer octante
(octante positivo) R , y cualquier localizacién que este fuera de esta regién no sera ttil
para este andlisis. Ademads, todos los pardmetros del sistema son positivos. También,
para simplificacién de notaciones K (h) = K (h) NR%.

3 Analisis de localizaciones de un modelo de un tumor cancerigeno

Para encontrar el dominio de localizacién del sistema, se proponen diferentes funciones
localizadoras lineales y racionales. La intencidn de proponer estas funciones es imple-
mentar el método desarrollado por el Dr. Krishchenko y el Dr. Starkov, de acuerdo a los
andlisis desarrollados se muestra una ventaja con respecto a otros métodos debido a que
no se restringe la propuesta de funciones y la utilizacién del método iterativo permite
mejorar las cotas. A continuacién se muestran los resultados obtenidos.

3.1 Resultados de localizaciéon por medio de funciones lineales

En esta seccion se presentan diferentes funciones que da resultado a una localizacién
compuesta por la interseccién de diferentes planos.
Se propone la funcién
as
hy = —x2 + z3

az
Al calcular Lyh de la funcion después de despeja x5 de la formula para obtener la
ecuacion para hy g, ):

2
b _ a5 | —aszi + 23 (aa — ae) n
ts(n) = @ as T3
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Entonces el limite superior de la funcién esta dado por

(a4 —ag + a3)2

= hysu
4&3@4 ! P

hilsiny <

Teorema 3: Todos los conjuntos compactos invariantes del sistema (1) estdn local-
izados en el conjunto

2
K(hy) = {a5x2+x3§(a4—a6—|—a3)} 3)

a9 4(13@4
La segunda funcién localizadora que se propone es
h2 = T3

Considerando Lyh = 0, se tiene S(hz) NRY. respecto a z3 y se obtiene:

hlsmynry =1—— —
Por las caracteristicas bioldgicas, considerando z2 > 0, y el limite de =3 se tiene que:
ae
h 3 <1—— =hysu
s(rynrs < o p
Teorema 4: Si

a4 > ag
todos los conjuntos compactos invariantes estdn localizados en el conjunto:

K (hy) = {x?, g1_“6}.

Gy
Después con la finalidad de encontrar un limite inferior para z;, se propone la
funcién
hs = 14
y tenemos:
S(hg) = {th =1+ ayry — alx% — T1To = 0}
Considerando el resultado en 3, se toma x5 de la féormula, entonces

asp
Ty S —
as

donde )
_ (a4 — ag + ag)
4(13(14

utilizando el teorema iterativo, se sustituye el limite de x5 y se obtiene K (h1) en

S(h:;)ﬂK(hﬂﬂRi C {|x1 — 7] > im}
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donde
a1as5 — azp

2&1(15

Teorema 5: Si
ajas —agp >0

K(hs) = {551 > m+’y}

contiene todos los conjuntos compactos invariantes.
Otra funcién localizadora es

el conjunto

a5
hs =21+ —29 + 23
a2

después si Lyh = 0 se tiene

2 2

as (a1x1 — agxs5 — a1xy + agx3 — agrs + 1

S(h4)ﬂRiC{x2< 2(1 1 4T3 177 473 613 )}
azas

Teorema 6: El conjunto de localizacion de conjuntos compactos invariantes para
(1)es

(ag + a1)2 (az 4+ aq — a6)2 1
ag 4&1&3 4&3&4 as '

K(h4):{$1+a5$2+963< + +—

La tltima funcién lineal propuesta es
h5 = X1 — T2

se calculala Lshs y se tiene S(hs) respecto a o
1
S<h5) ﬂRi C {—.2?2 < —ﬂl‘% + %xl + } .
as as as

Teorema 7: Todos los conjuntos compactos invariantes estdn localizados en

K(h5):{x1_x2§(a3+al)2+1}.

4&1 as as

3.2 Resultados de localizacion por medio de funciones racionales

Entre las funciones racionales se propone

)
hg = —.
€
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Se calculala Lsh y se tiene S(hg) respecto a xo

1
S(hg)ﬁRi C {{EQ <a3+x+a1}
1

Utilizando el teorema iterativo, se tiene K (hs) en hg| S(hs)RE

4a1a3
S(hs) N K(hs)NR2 c{h <@ +ag+—"-+2
(i) s DR+ { 8|S(h8)ﬂm L (a3 + a1)* + 4a;

Teorema 8: Todos los conjuntos compactos invariantes estdn contenidos en

4
K(hs) ={ 2 <ay+az+—% L
1 (a3+a1) +4(l1

Se propone la funcién
z3
hg = —
T2

su S(hg) estd dada por

S(he) NRE C {@ < as+a4—a6}

as

Aplicando el teorema iterativo con K (h3) y después sustituyendo en hg|g(p).

as (a4 — ag) }

aq (a3 + as — ag)

3
S(hg) N K(hs) NRY C {h9|S(h)mR3+ <
Teorema 9: Si
a4 > ag,
entonces la localizacion de todos los conjuntos compactos invariantes estdn contenidos

en K(hg):{q/‘3< as (ag — ag) }

2 ~ a4 (as + as — ag)

Otra funcién que se propone es
L2
hig = —
T3

la S(h1o) se describe por
S(h1o) NRY C {(a2 — a4) 3 = a3 + as + ag + asz2}
Considerando el limite x5 de K (h1) y aplicando el teorema iterativo se tiene que
asp (az —a
S(h10) N K(h1) N Ri C {h10|5(hm)mm3+<2p(24)} .
a5 05

Teorema 10: Si
as > Ay
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entonces todos los conjuntos compactos invariantes estdan localizados en

K(ho) = {<p<—)}

T3 asps

Se propone la funcién
x1
hi1 = —
T2

se calcula su Lhq1, y la S(hi1) se describe por

1 ((11 + (L3)2 aq =+ as
S(h11) NR3 C <y/—
(h1a) + = a + 4a? + 2a1

Sustituyendo S(h11) en hq; y usando el teorema iterativo con x5 de K (hy), se tiene

a
S(h11) N K(h1) N Ri_ C {hu|5(h)m]1§3+ < ;:;}

donde
1 (a1 + a;»,)2 ay + as
a 4a? 2a1

Teorema 11: Todos los conjuntos compactos invariantes estdn contenidos en

K(hiy) = {xl < a5,06}.

X2 azp

3.3 Simulaciones numéricas

A partir de las funciones obtenidas en la seccién anterior, en la Tabla 1 se presentan
algunas funciones localizadoras que son validas de acuerdo a determinados parametros
con la finalidad de representar graficamente los resultados obtenidos.

Con estas localizaciones se simula el modelo con los pardmetros utilizados en [7]:
a; = 2.5, a2 = 4.5,a3 = 0.6, a4 = 3.5, a5 = 2y ag = 0.1 y las condiciones de
densidad iniciales 21 (0) = 0.5, z2(0) = 1y 3(0) = 0.5.

Con la dindmica obtenida y evaluados los parametros en cada una de las localiza-
ciones , el valor numérico de cada una estd dado por:

K(hy) = {04425 + 23 < p =: 1.904 8} K(hy) = {x5 < 0.97143}
K(h3) = {z1 > 0.36918} K (hg) = {m1 + 04429 + 23 < 5.1731}

K(hg) = {% <0.351 31} K(hi1) = {ﬁ—g <0.485 71}
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Table 1. Principales resultados de las funciones localizadoras para el sistema (1).

Dominio de la Localizacion Condicion
aztas—ag)?
K(h»l):{%l’g—i-x;ggp;: %} -
K(hQ):{x?)Sl_%} as > ae
5— 2 5—
K(h3) - {331 2 \/i + (aliﬁ%’:gp) + (alzala(fp)} *

- 2
K(h4):{x1+%x2+x3§%+é+p} ”
K(hzg) = {22 § 2”4(1122P ( 4(11 + (al +a3)2 + a1 + aj)} %
K(h) = {2 < el —

El conjunto de localizaciones se muestran en la Figura 1, intersecciones entre fun-
ciones que se presentan en la Tabla 1. En las simulaciones se presenta la dindmica del
sistema y la regidn en la que se encuentra contenida; K (h1)NK (he)NK (hg)NK (hy)N
K(hg) N K(h11).

Se debe cumplir la condicién a4 > ag para que la regién de localizacion de con-
juntos compactos del modelo (1) esté definida por la Figura 1, lo que significa que la
tasa de crecimiento de las células en reposo tiene que ser mayor a su muerte natural. La
caracteristica de este sistema es que los parametros se pueden variar con la finalidad de
realizar diferentes andlisis con el sistema.
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Fig. 1. Localizacién de conjuntos compactos invariantes; a) punto de equilibrio en x1, x2 y x3;
b) punto de equilibrio en x2, 3 y z4.

Una de las cotas que es importante tener el control para poder disminuirla es el can-
cer, x1. El resultado de localizacién K (hs) que involucra a z; determina que siempre
habra un nivel de células tumorales en el paciente, sin embargo uno de los objetivos a
largo plazo de la terapia del cancer es prevenir la progresion, invasién y metdstasis de
células cancerosas. Aunque se ha demostrado que es dificil de matar o eliminar todas
las células del cancer ultima del cuerpo con fines terapéuticos, es posible que con la
combinacién correcta de los farmacos se puede inducir un estado de latencia, que en
efecto podria convertir el cancer en una enfermedad crénica, pero controlada.

4 Conclusiones

En el andlisis del modelo del tumor cancerigeno se logré obtener una regién en ]Ri
que encerrard la dindmica de los sistemas bajo la condicién de que las variables y
los parametros son positivos. Se utilizaron funciones lineales y posteriormente, con el
propdsito de encontrar una regién en la cual se encuentran los conjuntos compactos in-
variantes, se propusieron funciones racionales hasta obtener una figura formada por
la interseccion de diferentes planos. Por las caracteristicas de este sistema (1), los
pardmetros involucrados se pueden variar con el propésito de conocer qué es lo que
sucederia en un paciente al sufrir cambios en el organismo, por ejemplo cuando ex-
iste liberacion sustancias que hacen que las células del sistema inmune ataque a las
cancerigenas o manipular la cantidad de células tumorales que se presentan en el or-
ganismo y saber cudl es la dindmica que se establece debido a que es un sistema presa-
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depredador. Esto lleva a que la localizacién obtenida serd dindmica, ya que depende
directamente de los pardmetros del sistema.
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